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第五章  中值定理的证明技巧（一） 
 
一. 设 f(x)在[a, b]上连续, 且 a < x1 < x2 < ⋯ < xn < b, ci (i = 1, 2, 3, ⋯, n)为任意正数, 则在

(a, b)内至少存在一个ξ, 使  
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所以存在ξ( a < x1 ≤ ξ ≤ xn < b), 使得
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二. 设 f(x)在[a, b]上连续, 且 f(a) < a, f(b) > b, 试证在(a, b)内至少存在一个ξ, 使 f(ξ) = ξ. 
证明: 假设 F(x) = f(x)－x, 则 F(a) = f(a)－a < 0, F(b) = f(b)－b > 0 
于是由介值定理在(a, b)内至少存在一个ξ, 使 f(ξ) = ξ. 
 
三. 设 f(x)在[0, 1]上连续, 且 0 ≤ f(x) ≤ 1, 试证在[0, 1]内至少存在一个ξ, 使 f(ξ) = ξ. 

证明: (反证法) 反设 0)()(],1,0[ ≠−=∈∀ xxfxx ϕ . 所以 xxfx −= )()(ϕ 恒大于 0或恒

小于 0. 不妨设 0)()(],1,0[ >−=∈∀ xxfxx ϕ . 令 )(min
10
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≤≤
= , 则 0>m .  

因此 mxxfxx ≥−=∈∀ )()(],1,0[ ϕ . 于是 11)1( >+≥ mf , 矛盾. 所以在[0, 1]内至少

存在一个ξ, 使 f(ξ) = ξ. 
 
四. 设 f(x), g(x)在[a, b]上连续, 且 f(a) < g(a), f(b) > g(b), 试证在(a, b)内至少存在一个ξ, 使 

f(ξ) = g(ξ). 
证明: 假设 F(x) = f(x)－g(x), 则 F(a) = f(a)－g(a) < 0, F(b) = f(b)－g(b) > 0 
于是由介值定理在(a, b)内至少存在一个ξ, 使 f(ξ) = ξ. 
 
五. 证明方程 x5－3x－2 = 0在(1, 2)内至少有一个实根. 
证明: 令 F(x) = x5－3x－2, 则 F(1) =－4 < 0, F(2) = 24 > 0 
所以  在(1, 2)内至少有一个ξ, 满足 F(ξ) = 0. 
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