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第三章    向量 
 
一. 填空题 

1. 设 )1,2,0,1(),,1,0,1(),0,3,2,4(),5,0,1,2( 4321 −=−=−−=−= αααα k , 则 k = ______

时, α1, α2, α3, α4线性相关. 
解. 考察行列式 

110
213
118

1105
2130
0001
1182

105
2130
0021
1142

k
kk

−

−−−
−=

−

−
−−−

=
−−

−−−

 

                  316102038 ++−+−−= kk = 13k +5 = 0.      
13
5

−=k  

2. 设 )0,,3,1(),4,3,5,0(),2,0,2,1(),0,3,1,2( 4321 t−=−=−=−= αααα , 则 t = ______时, 

α1, α2, α3, α4线性无关. 
解. 考察行列式 

424
33
555

0424
33

3555
1000

0420
303

3521
1012

−

−−
=

−

−−
−

=

−

−−
−

t
ttt

 

                  0603020306020 =−−+++−= tt .  
所以对任何 t, α1, α2, α3, α4线性相关. 即不存在 t, 使α1, α2, α3, α4线性无关. 

3. 已知 ),0,2,5,1(),9,7,5,3( −== βα x 满足 2α + 3x = β, 则 x = ______. 

解. x = 



















−
−
−
−

=





































−

















−

=−

6
4
35
37

18
14
10
6

0
2
5
1

3
1)2(

3
1 αβ  

4. 当 k = ______时, 向量β = (1, k, 5)能由向量 ),1,1,2(),2,3,2( 21 −=−= αα  线性表示. 

解. 考察行列式 

,0
125
13

211
=−−k   得 k =－8. 当 k =－8时, 三个向量的行列式为 0, 于是 21,, ααβ 线性相

关. 显然 21,αα 线性无关, 所以β 可用 21,αα 线性表示. 

5. 已知 )1,4,0,1,1(),3,1,3,0,2(),10,5,1,2,0(),1,2,2,1,1( 4321 −=−=−== αααα , 则秩(α1, 
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α2, α3, α4) = ______. 
解. 将α1, α2, α3, α4表示成矩阵 

     →























−−
−

1311
4152
0312
1021
1201

→























−−
−

−−
−

2110
2550
2110

0220
1201























−−
−

−−
−

2110
52110
2110

0110
1201

 

     























−

−
−

→

2000
52000
2000

0110
1201

.   所以   r (α1, α2, α3, α4) = 3 

6. 设























−
−−−

−=

32242
11631

0921
1404
7116

A , 则秩(A) = ______. 

解. →























−
−−−

−=

32242
11631

0921
1404
7116

A →























−
−−−

−

32242
11631

7116
1404
0921























−
−−

−
−

−

34080
12550

755110
14080
0921

 

        























−−
−−
−−
−−

−

→

83510
51510
117510
81510

0921























−
−
−
−−

−

→

41000
403000
8845000
81510

0921

 

所以   r (A) = 3. 

7. 已知 ),2,0,1,0(,)2,1,0,1( =−= βα T
矩阵 A = α·β, 则秩(A) = ______. 

解. A = α·β = ( ) →



















−−
=



















−
4020
2010

0000
2010

2010

2
1

0
1

 



















0020
0000
0000
2010

 

所以   r (A) = 1.  

8. 已知向量 ),6,5,4(),6,5,4,3(),5,4,3,2(),4,3,2,1( 4321 t==== αααα , 且秩(α1, α2, α3, 

α4) = 2, 则 t = ______. 
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解. A = (α1, α2, α3, α4)



















=

t654
6543
5432
4321

 



















−−−
−−−

=

16630
6420

3210
4321

t 

















−

=

7000
0000
3210
4321

t

 

所以当 t = 7时, r (A) = 2. 
 
二. 选择题 
1. 设向量组α1, α2, α3线性无关, 则下列向量组线性相关的是 
(A) α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1         (B) α1, α1 + α2, α1+ α2 + α3 
(C) α1－α2, α2－α3, α3－α1          (D) α1 + α2, 2α2 + α3, 3α3 + α1 

解. 由  0)()()( 133322211 =−+−+− αααααα kkk  

得     0)()()( 323212131 =−+−+− ααα kkkkkk  

因为向量组α1, α2, α3线性无关, 所以得关于 321 ,, kkk 的方程组 

              








=+−
=+−

=−

0
0

0

32

21

31

kk
kk

kk
 

321 ,, kkk 的系数行列式为     011
110
011
101

=−=
−

−
−

. 所以 321 ,, kkk 有非零解, 所以

α1－α2, α2－α3, α3－α1线性相关. (C)是答案. 
2. 设矩阵 Am×n的秩为 R(A) = m < n, Em为 m阶单位矩阵, 下列结论正确的是 
(A) A的任意 m个列向量必线性无关   (B) A的任意一个 m阶子式不等于零 
(C) 若矩阵 B满足 BA = 0, 则 B = 0    (D) A通过行初等变换, 必可以化为(Em, 0)的形式 
解. (A), (B)都错在“任意”; (D)不正确是因为只通过行初等变换不一定能将 A变成(Em, 0)
的形式; (C)是正确答案. 理由如下: 

因为 BA = 0, 所以  0 )()()()()( BrmmBrmArBrBAr =−+=−+≥= . 所以 )(Br = 0. 

于是 B = 0. 

3. 设向量组 (I): TTT aaaaaaaaa ),,(,),,(,),,( 332313332221223121111 === ααα ;设向量组 

(II): TTT aaaaaaaaaaaa ),,,(,),,,(,),,,( 433323133423222122413121111 === βββ , 则 

(A) (I)相关⇒(II)相关                (B) (I)无关⇒(II)无关 
(C) (II)无关⇒(I)无关                (B) (I)无关⇔ (II)无关 
解. 由定理: 若原向量组线性无关, 则由原向量组加长后的向量组也线性无关. 所以(B)是
答案. 
4. 设β, α1, α2线性相关, β, α2, α3线性无关, 则 
(A) α1, α2, α3线性相关               (B) α1, α2, α3线性无关 
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(C) α1可用β, α2, α3线性表示          (D) β可用α1, α2 线性表示 
解. 因为β, α1, α2线性相关, 所以β, α1, α2, α3线性相关. 又因为β, α2, α3线性无关, 所以α1可

用β, α2, α3线性表示. (C)是答案.  
5. 设 A, B是 n阶方阵, 且秩(A) = 秩(B), 则 
(A) 秩(A－B) = 0                    (B) 秩(A + B) = 2秩(A)    
(C) 秩(A－B) = 2秩(A)               (D) 秩(A + B) ≤秩(A) + 秩(B) 
解. (A) 取 BA ≠ 且|A| ≠ 0, |B| ≠ 0则 A－B ≠ 0, 则 r(A－B) ≠ 0. 排除(A); 
(B) 取 A =－B ≠ 0, 则秩(A + B) ≠ 2秩(A); (C) 取 A = B ≠ 0, 则秩(A－B) ≠ 2秩(A). 有如下
定理: 秩(A + B) ≤秩(A) + 秩(B). 所以(D)是答案. 
 
三. 计算证明题 

1. 已知向量组 ),1,1,1(),0,,2(),1,2,( 321 −=== ααα tt 试求出 t为何值时, 向量组α1, α2, α3

线性相关或线性无关. 

解. 0642
101
12

12
22 =−−=−−−=− ttttt

t
,   ,31 =t    21 −=t  

所以   32 ≠−≠ tt 且 时, α1, α2, α3线性无关; 32 =−= tt 且 时, α1, α2, α3线性相关. 

2. 设有三维向量
















=

1
11

k
α , 
















=

1

1

2 kα ,
















=

2
1
1

3α , 
















=

2

1

k
kβ 问 k取何值时 

i. β可由α1, α2, α3线性表示, 且表达式唯一;  
ii. β可由α1, α2, α3线性表示, 但表达式不唯一; 
iii. β不能由α1, α2, α3线性表示. 

解. )1(222
211
11
11

2 −=−= kkkkk
k

 

i. 10 ≠≠ kk 且 时, α1, α2, α3线性无关, 四个三维向量一定线性相关, 所以β可由α1, α2, α3

线性表示, 由克莱姆法则知表达式唯一; 
ii. 当 k = 1 时 

→
















1211
1111
1111

M

M

M

















0100
0000
0111

M

M

M

. 系数矩阵的秩等于增广矩阵的秩为 2. 所以所以β

可由α1, α2, α3线性表示, 但表示不惟一; 
iii. 当 0=k 时 

 →
















0211
0101
1110

M

M

M

















0211
1110
0101

M

M

M
















→

0110
1110
0101

M

M

M

















−
→

1000
1110
0101

M

M

M

.系数

矩阵的秩等于 2, 增广矩阵的秩为 3, 所以所以β不能由α1, α2, α3线性表示. 
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3. 设向量组α1, α2, α3线性相关, 向量组α2, α3, α4线性无关, 问 
i. α1能否由α2, α3线性表出? 证明你的结论; 
ii. α4能否由α1, α2, α3线性表出? 证明你的结论 

解. i. α1不一定能由α2, α3线性表出. 反例: T)1,1(1 =α , T)0,1(2 =α , T)0,2(3 =α . 向量

组α1, α2, α3线性相关, 但α1不能由α2, α3线性表出; 

ii. α4不一定能由α1, α2, α3线性表出. 反例: T)0,0,2(1 =α , T)0,0,1(2 =α , T)0,1,0(3 =α , 

T)1,0,0(4 =α . α1, α2, α3线性相关, α2, α3, α4线性无关, α4不能由α1, α2, α3线性表出. 

4. 已知 m个向量α1, α2, ⋯αm线性相关, 但其中任意 m－1个都线性无关, 证明: 
i. 如果存在等式 
             k1α1 + k2α2 + ⋯ + kmαm = 0 
则这些系数 k1, k2, ⋯km或者全为零, 或者全不为零; 
ii. 如果存在两个等式 
            k1α1 + k2α2 + ⋯ + kmαm = 0 
            l1α1 + l2α2 + ⋯ + lmαm = 0 

其中 l1 ≠ 0, 则
m

m

l
k

l
k

l
k

=== L
2

2

1

1 . 

解. i. 假设 k1α1 + k2α2 + ⋯ + kmαm = 0, 如果某个 ki = 0. 则 
       k1α1 +⋯+ ki－1αi－1 + ki+1αi+1 ⋯ + kmαm = 0 
因为任意 m－1个都线性无关, 所以 k1, k2, ⋯ki－1, ki+1, ⋯, km都等于 0, 即这些系数 k1, 
k2, ⋯km或者全为零, 或者全不为零; 

ii. 因为 l1 ≠ 0, 所以 l1, l2, ⋯lm全不为零. 所以  m
m

l
l

l
l ααα

1
2

1

2
1 −−−= L . 

代入第一式得:  0)( 22
1

2
1

2
1 =+++−−− mmm

m kk
l
l

l
lk αααα LL  

即   0)()( 1
1

221
1

2 =+−+++− mm
m kk
l
lkk

l
l αα L  

所以   021
1

2 =+− kk
l
l

, ⋯, 01
1

=+− m
m kk
l
l

 

即   
m

m

l
k

l
k

l
k

=== L
2

2

1

1  

5. 设向量组α1, α2, α3线性无关, 问常数 a, b, c满足什么条件 aα1－α2, bα2－α3, cα3－α1线性

相关. 

解. 假设   0)()()( 133322211 =−+−+− αααααα ckbkak  
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得    0)()()( 323212131 =−+−+− ααα kckkbkkak  

因为 α1, α2, α3线性无关, 得方程组   








=+−
=+−

=−

0
0

0

32

21

31

ckk
bkk
kak

 

当行列式   0
10

01
10
=

−
−

−

c
b

a
时, 321, kkk 有非零解. 所以 1=abc 时, aα1－α2, bα2－α3, 

cα3－α1线性相关. 
6. 设A是 n阶矩阵, 若存在正整数 k, 使线性方程组Akx = 0有解向量α, 且Ak－1α ≠ 0, 证明: 
向量组α, Aα, Ak－1α是线性无关的. 

解. 假设   01
110 =+++ −
− ααα k

k AaAaa L . 二边乘以 1−kA  得 

              01
0 =− αkAa ,     00 =a  

由      01
11 =++ −
− αα k

k AaAa L . 二边乘以 1−kA  得 

              01
1 =− αkAa ,     01 =a  

             ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

最后可得      01
1 =−
− αk

k Aa ,     01 =−ka  

所以向量组α, Aα, Ak－1α是线性无关. 
7. 求下列向量组的一个极大线性无关组, 并把其余向量用极大线性无关组线性表示. 

i. )3,2,1,2(),7,4,3,1(),6,5,1,4(),3,1,2,1( 4321 =−−−−=−−−== αααα . 

ii. ).10,5,1,2(),0,2,2,1(),14,7,0,3(),2,1,3,0(),4,2,1,1( 54321 =−===−= ααααα  

解. 解. i. →



















−−
−−
−−
−

3763
2451
1312
2141

→



















−−−
−−

−−−
−

34180
0390
3190

2141



















−
−

−

3200
3200
3190
2141

 

     



















−

−

→

0000
3200
3190
2141

 

所以 321 ,, ααα 是极大线性无关组. 由  3322114 αααα kkk ++=  得方程组 
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







−=
=+

=−+

32
39

24

3

32

321

k
kk

kkk
    解得   

2
3

31 −== kk ,   
2
1

2 =k  

所以     3214 2
3

2
1

2
3 αααα −+−=  

ii. →


















−−

1001424
52712
12031
21301

→



















−

−

24220
10110
31330
21301



















−
−

24220
31330
10110
21301

 



















−
−

→

04000
01000
10110
21301

 

所以 421 ,, ααα 是极大线性无关组. 由  4322115 αααα kkk ++=  得方程组 

          











=−
=−

=
=+

04
0

1
2

3

3

2

31

k
k

k
kk

    解得   21 =k ,   12 =k ,   03 =k  

所以     4215 02 αααα ++=  

由  4322113 αααα kkk ++=  得方程组 

          











=−
=−

=
=+

04
0

1
3

3

3

2

31

k
k

k
kk

    解得   31 =k ,   12 =k ,  03 =k  

所以     4213 03 αααα ++=  

8. 已知三阶矩阵
















=

xyy
yxy
yyx

A , 讨论秩(A)的情形. 

解. i. 0== yx ,  0)( =Ar  

ii. 0,00,0 =≠≠= yxyx 或 , 3)( =Ar  

iii. 0≠= yx ,   1)( =Ar  
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iv. 0≠−= yx ,   3)( =Ar  

iv. yxyx ±≠≠≠ ,0,0  
















=

xyy
yxy
yyx

A
















→
2

2

22

xxyxy
xyxxy
yyxy

















−−
−−→

222

222

22

0
0

yxyxy
yxyyx

yyxy

















+
+→

yxy
yyx
yyx

0
0  

















+
+→

)2(00
0

yxx
yyx
yyx

 

所以, 当  yx 2−= 时, 2)( =Ar ; 当 yx 2−≠ 时, 3)( =Ar  

9. 设三阶矩阵 A满足 A2 = E(E为单位矩阵), 但 A ≠ ± E, 试证明: 
      (秩(A－E)－1)(秩(A + E)－1) = 0 
解. 由第十一题知 

      3)()( =−++ EArEAr  

又因为  A ≠ ± E, 所以  0)( ≠+ EAr ,  0)( ≠− EAr  

所以  )( EAr + ,  )( EAr − 中有一个为 1 

所以    (秩(A－E)－1)(秩(A + E)－1) = 0 
10. 设 A为 n阶方阵, 且 A2 = A, 证明: 若 A的秩为 r, 则 A－E的秩为 n－r, 其中 E是 n
阶单位矩阵. 

解. 因为  A2 = A,  所以  0)( =− EAA  

所以   nEArArEAAr −−+≥−= )()())((0  

所以   nEArAr ≤−+ )()(  

又因为   nErAEArAErArEArAr ==−+≥−+=−+ )()()()()()(  

所以     nEArAr =−+ )()( . 所以   rnEAr −=− )(  

11. 设 A为 n阶方阵, 证明: 如果 A2 = E, 则秩(A + E) + 秩(A－E) = n. 

解. 因为  A2 = E,  所以  ))((0 EAEA +−=  

所以   nEArEArEAEAr −−++≥−+= )()()))(((0  

所以   nEArEAr ≤−++ )()(  
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又因为   nErAEEArAErEArEArEAr ==−++≥−++=−++ )2()()()()()(  

所以     nEArEAr =−++ )()( . 

12. 设



















=

nnnn

n

n

bababa

bababa
bababa

A

L

LLLL

L

L

21

22212

12111

, 试证存在数λ, 使得 Ak = λk－1A. 

解. ( )n

n
nnnn

n

n

bb
a

a

bababa

bababa
bababa

A LM

L

LLLL

L

L

1

1

21

22212

12111
















=



















=  

令  ( )















=

n

n

a

a
bb ML

1

1λ  

则   ( ) ( ) ( )n

n

n

n

n

n

k bb
a

a
bb

a

a
bb

a

a
A LMLLLMLM 1

1

1

1

1

1
















































=  

         ( ) Abb
a

a
k

n
k

n

1
1

1
1

−− =















= λλ LM  

13. 设



















=

2
10

0
010

b
caA , i. a, b, c满足什么条件时, 矩阵 A的秩为 3;  ii. a, b, c取何值

时, A是对称矩阵; iii. 取一组 a, b, c使得 A为正交矩阵. 

解. i. 0
2
1

2
10

0
010

≠−== abc
b

caA . 即 bca 2≠ 时, 3)( =Ar ; 

ii. 0,0,1 === cba 时, A为对称矩阵; 
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iii. A为正交矩阵, 则  














=+

=+

=+

0
2
1

1
4
1

1

2

22

bac

c

ba

.    
2
3

±=c  

当
2
3

=c 时,  解得  
2
1

±=a ,   
2
3

m=b  

当
2
3

−=c 时,  解得  
2
1

±=a ,   
2
3

±=b  

),,( cba 有四组解  )
2
3,

2
3,

2
1( − , )

2
3,

2
3,

2
1(− , )

2
3,

2
3,

2
1( − , )

2
3,

2
3,

2
1( −−− . 

14. 设 A = (aij)n×n, 秩(A) = n－1, 证明: 存在常数 k, 使得(A*)2 = kA*. 

解. 先证明:  ⇔= 1)(Ar ( )n

n

bb
a

a
A LM 1

1
















=  

“⇒” 因为 1)( =Ar , 所以 A的行向量的极大线性无关组只含一个向量 

              ),,,( 21 iniii aaa L=α  

所以   =





























=

+

−

in

ii

i

ii

i

k

k

k

k

A

α

α
α
α

α

M

M

1

1

1

=





























+

−

i

n

i

i

k

k

k

k

α

M

M

1

1

1

1





























+

−

n

i

i

k

k

k

k

M

M

1

1

1

1 ),,,( 21 inii aaa L  

“⇐”   令















=

na

a
M
1

α ,  则 ( ) ( )ααα nn bbbbA LL 11 ==  

所以  1)( =Ar . 

证明本题: 

因为  1)( −= nAr ,   所以  1)( * =Ar  



 

 - 11 -

所以  *A 可分解成 ( )n

n

bb
a

a
A LM 1

1
*
















=  

由第 12题知, 存在常数 k, 满足  (A*)2 = kA*. 
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